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Zusammenfassung

The crucial point of many approaches to representation theory of symmetric
groups is the algorithm of Robinson and Schensted. Roughly speaking, this is a
sorting algorithm with documentation. From the theorem of Schützenberger we
take the idea for a description of the Robinson-Schensted correspondence without
using the documentation part of the algorithm, which therefore plays no rôle in our
approach. On the other hand we analyze the Knuth relations more thoroughly than
usual. By means of a slight generalization of the sorting part of the algorithm we
get another associative product on the free monoidX∗ over a countable alphabet
X. The canonical map ofX∗ onto the plactic monoid is also a homomorphism with
respect to this product.

Adalbert Kerber zum 60. Geburtstag

1 Einführung

Der Robinson-Schensted-Algorithmus ist das kombinatorische Herz der Charaktertheo-
rie der symmetrischen Gruppen – zumindest bei dem in [1] vorgestellten Aufbau dieser
Theorie. Bei diesem Zugang mit Hilfe eines nichtkommutativenÜberbaus aus geeigne-
ten Bialgebren ist der Algorithmus von Robinson und Schensted auch der einzige, der
benötigt wird. Abweichend vom üblichen Vorgehen werden dabei über den Satz von
Robinson und Schensted hinaus allerdings auch die Sätze von Knuth und Schützen-
berger benutzt. Wir stellen deshalb hier eine Version vor, bei der alle für [1] notwen-
digen Ergebnisse in durchsichtiger Form erreicht werden. Der Robinson-Schensted-
Algorithmus ist, kurz gesagt, ein Sortieralgorithmus mit Dokumentation. Wir verzich-
ten auf die dokumentierende Hälfte und analysieren stattdessen genauer die Knuth-
Relationen, wodurch sich am Ende die Robinson-Schensted-Bijektion in augenfälliger
Weise ergibt.

Für jedesn ∈ N0 sei n := {1,2, . . . ,n}, insbesondere 0:= /0. Für jede MengeX
sei Xn := Xn := { f | f : n → X Abbildung} die Menge dern-Tupel überX. Mit Sn

bezeichnen wir die Teilmenge der Bijektionen in(n)n ⊆ N
n, diesymmetrische Gruppe

auf n. Für alle i ∈ n−1 sei τi ∈ Sn die Transposition(i, i + 1). Für die Verknüpfung

”
Nacheinander von Abbildungen“ benutzen wir das Symbol◦. Schließlich seiN∗ :=

S

k≥0N
k. Die Elemente vonN∗ nennen wir Worte überN. Ist q ∈ N

k, so nennen wir
∗Dieser Artikel entstand im Rahmen des DFG-Projekts BL 488/1-1.
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|q| := k die Länge vonq und schreibenqi für das Bild voni unter der Abbildungq.
Durch dieKonkatenation qr:= q1 . . .qnr1 . . . rm, q ∈ N

n, r ∈ N
m, wird N

∗ zu einem
freien Monoid mit neutralem Element/0, frei erzeugt vonN (= N

1). Ist p = p1 . . . pk ∈
N

k und p1 + · · ·+ pk = n, so heißtp eineZerlegungvon n (p |= n). Gilt außerdem
p1 ≥ p2 ≥ ·· · ≥ pk, so heißtp Partition von n (p⊢ n). Für jede Partitionp = p1 . . . pk

heißt
R(p) := {(i, j) | i, j ∈ N, 1≤ i ≤ k, 1≤ j ≤ pi} ⊆ N×N

der Rahmen zup. Üblicherweise versteht man unter einem Standardtableau der Gestalt
p eine Abbildungτ : R(p) → N mit der Eigenschaft, monoton wachsend in den Zeilen
und streng monoton wachsend in den Spalten von R(p) zu sein. Abweichend davon
nennen wir das

”
von links unten nach rechts oben herausgelesene Wort“ einStandard-

tableauzu p, und bezeichnen mit STp ⊆ N
∗ die Menge aller solcher Standardtableaux.

Man überlegt sich leicht, daß sich aus dem herausgelesenenWort die Partitionp ein-
deutig bestimmen läßt. Schließlich nennen wir die Elemente von SYTp := STp ∩Sn

Standard-Young-Tableauxzu p.

1 1 2

2 3 3

4 4

5

R(3321) 544233112∈ ST3321

Für allea,b∈ N bezeichnen wir mit

〈a,b〉 := {c∈ N | min(a,b) ≤ c≤ max(a,b)}

das
”
Intervall der natürlichen Zahlen zwischena undb“. Für alle π ∈ Sn unda,b∈ n

sei
〈a,b〉π := 〈aπ−1,bπ−1〉π ,

der Abschnitt in der
”
Bildzeile“ von π zwischena undb.

Zunächst beschreiben wir den Algorithmus mitsamt seinen Hauptergebnissen, wo-
bei wir uns auf Permutationen beschränken und auf alle Beweise verzichten. Seiπ eine
Permutation vonn. Der Algorithmus läuft inn Schritten ab. Imi-ten Zwischenschritt
sind die Zahlen 1π,2π, . . . , iπ zu einem Standardtableau verarbeitet. Dann ist(i + 1)π
in die

”
1. Zeile“ dieses Tableau einzuordnen, und zwar ans Ende, falls (i +1)π größer

ist als alle Einträge in der 1. Zeile, sonst an die Stelle derkleinsten Zahl in der 1. Zeile
größer als(i+1)π. Diese wird dann nach dem gleichen Verfahren in der 2. Zeile einsor-
tiert usw. Nachn Schritten ist ein Standard-Young-Tableau entstanden. Wirillustrieren
dies an einem Beispiel:π = 453281796∈ S9.

4 45 35 25 258 158 157 1579 1569
4 3 3 2 28 28 27

4 4 3 3 3 38
4 4 4 4
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Entstanden ist der Rahmen R(4221) und das Standardtableau 438271569∈ SYT4221.
Allgemein erhält man eine Partitionp von n und ein Element von SYTp, welches wir
P(π) nennen. Dieser Algorihmus wird durch ein weiteres Tableau der gleichen Gestalt
dokumentiert. Imi-ten Schritt bekommt das neu hinzugenommene Feld die Nr.i, im
Beispiel also:

1 12 12 12 125 125 125 1258 1258
3 3 3 3 37 37 37

4 4 4 4 4 49
6 6 6 6

Man erhält ein Standardtableau Q(π) = 649371258. Insgesamt haben wir so eine Ab-
bildung definiert:

RS : Sn →
[

p⊢n

SYTp×SYTp , π 7→ (P(π),Q(π)) .

Für die folgenden Resultate verweisen wir auf [2].

Satz 1.1 (Robinson–Schensted).RS ist eine Bijektion.

Satz 1.2 (Schützenberger).Für alle π ∈ Sn gilt:

RS(π−1) = (Q(π),P(π)) .

Korollar 1.3. Es gilt:
∣

∣

∣

{

π | π ∈ Sn,π2 = idn
}

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

[

p⊢n

SYTp
∣

∣

∣
.

Seienπ,ρ∈Sn. Wir nennenπ einenLinks-Knuth-Nachbarnvonρ, in Zeichenπ K⌣
ρ, wenn es einj ∈ n−1 gibt mit

(i) ( j, j +1)◦π = ρ ,

(ii) ( j −1)π ∈ 〈 jπ,( j +1)π〉 oder( j +2)π ∈ 〈 jπ,( j +1)π〉 .

Z.B. ist 2341K⌣ 2314K⌣ 2134.

Satz 1.4 (Knuth). Für alle π,ρ ∈ Sn ist genau dannP(π) = P(ρ), wenn esπ1, . . .πk ∈
Sn gibt mit π = π1 K⌣ · · · K⌣ πk = ρ.

Bemerkung 1.5. Für alle π ∈ Sn ist P(π) = P(P(π)).

2 Eine Verknüpfung

Wir definierenN∗
mon⊆ N

∗ durch /0 ∈ N
∗
mon und

w = w1w2 · · ·wk ∈ N
∗
mon :⇐⇒ w1 ≤ w2 ≤ ·· · ≤ wk .

Ist q = q(1) · · ·q(m) mit q(1), . . . ,q(m) ∈ N
∗
mon und dabeim minimal gewählt, so sind

q(1), . . . ,q(m) eindeutig bestimmt. Wir nennenq(1), . . . ,q(m) die monotonen Bausteine
undmdiemonotone L̈angevonq. Zum Beispiel ist fürq = 1121345444 die monotone
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Länge gleich 3. Die monotonen Bausteine sindq(1) = 112,q(2) = 1345 undq(3) = 444.
Wir definieren Abbildungen

⊳,◭: N
∗
mon×N

∗ → N
∗

folgendermaßen: Seiw = w1 · · ·wk ∈ N
∗
mon. Wir setzen

w⊳ /0 := w und w ◭ /0 := /0 .

Für allex∈ N setzen wir

w⊳x := wx
w ◭ x := /0 , falls w = /0 oderwk ≤ x ist.

Ist k > 0 undx < wk, so seii := min{ j ∈ k | x < wj} und

w⊳x := w1 · · ·wi−1xwi+1 · · ·wk ,

w ◭ x := wi .

Schließlich setzen wir

w⊳x1 · · ·xl := (w⊳x1)⊳x2 · · ·xl ,

w ◭ x1 · · ·xl := (w ◭ x1)((w⊳x1) ◭ x2 · · ·xl ) .

Bemerkung 2.1. Für alle w∈ N
∗
mon, x∈ N und q,u,v∈ N

∗ gilt

w⊳uv = (w⊳u)⊳v ,

w ◭ uv = (w ◭ u)((w⊳u) ◭ v) ,

Wir definieren rekursiv eine Verknüpfung♦ aufN∗ folgendermaßen:
Seiq∈ N

∗ undq= q(1) · · ·q(m) die Zerlegung vonq in monotone Bausteine. Wir setzen

q♦ /0 := q .

Für allex∈ N setzen wir

q♦x := x , falls m= 0 ,

q♦x := (q(1) · · ·q(m−1) ♦ (q(m) ◭ x))(q(m) ⊳x) falls m> 0.

Schließlich setzen wir

q♦x1 · · ·xl := (q♦x1)♦x2 · · ·xl .

Z.B. ist 12312♦211= 123122♦11= 3122112♦1= 31222111.

Bemerkung 2.2. Für alle q,u,v, r ∈ N
∗ gilt

q♦uv= (q♦u)♦v ,

q♦ r = (q(1) · · ·q(m−1) ♦ (q(m) ◭ r))(q(m) ⊳ r) falls q 6= /0 .

Die Verknüpfung♦ ist die Verallgemeinerungder sortierenden Hälfte des Robinson-
Schensted-Algorithmus auf beliebige Worte, anstelle von Standardtableaux, wobei wir
uns allerdings besonders für/0 ♦ r interessieren. In der üblichen Weise zeigt man:

Satz 2.3. Ist w ein Standardtableau und q∈ N
∗, so ist w♦q ein Standardtableau. Ins-

besondere ist/0 ♦q ein Standardtableau für alle q∈ N
∗. Ist q ein Standardtableau, so

ist /0 ♦q = q.
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3 Knuth-Relationen

Wir erklären die Links-Knuth-NachbarschaftK⌣ aufN3 wie folgt:
Für allea,b,c∈ N mit a≤ b≤ c setzen wir

acbK⌣ cab, falls b < c, und bacK⌣ bca, falls a < b .

Außerdem seiK⌣ symmetrisch. Für alleq, r ∈ N
∗ setzen wir ferner:

q K⌣ r :⇐⇒ es gibtu,v∈ N
∗ undabc,a′b′c′ ∈ N

3 mit

abcK⌣ a′b′c′ und q = uabcv, r = ua′b′c′v .

Schließlich definieren wir die Links-Knuth-ÄquivalenzK∼ auf N
∗ als die transitive

und reflexive Hülle der Links-Knuth-Nachbarschaft. Für jedesq ∈ N
∗ heißtK [q] :=

{r ∈ N
∗ | q K∼ r} die Links-Knuth-Klasse vonq. Z.B. sind dieÄquivalenzklassen von

K∼ auf den Worten vom Inhalt 111, 21, 12 und 3:

{123},{132,312},{213,231},{321},

{112},{121,211},

{122},{212,221},

{111}.

Wir bemerken noch, daß aufN
0∪N

1∪N
2 die Links-Knuth-̈Aquivalenz die Gleichheit

ist.
Da K∼ nach Definition eine Kongruenzrelation bzgl. der Konkatenation aufN∗ ist,

wird auf der MengeN∗/K∼ der Links-Knuth-Klassen eine assoziative Verknüpfung
induziert – das plaktische Monoid [3]. Die folgenden Sätzezeigen u.a., daßK∼ auch
eine Kongruenzrelation bzgl.♦ ist (Schlußbemerkung iii).

Satz 3.1. Für alle q, r ∈ N
∗ ist qr K∼ q♦ r und insbesondere rK∼ /0 ♦ r.

Satz 3.2. Für alle w,q, r ∈ N
∗ mit qK∼ r gilt w ♦q = w♦ r.

Korollar 3.3. Für alle q, r ∈ N
∗ gilt: q K∼ r ⇐⇒ /0 ♦q = /0 ♦ r.

Der Zusammenhang von Links-Knuth-Nachbarschaftund Robinson-Schensted-Algorithmus
zeigt sich besonders deutlich im Beweis des folgenden Spezialfalls von 3.1.

Hilfssatz 3.4. Für alle w∈ N
∗
mon und x∈ N ist wxK∼ w♦x.

Beweis.Für w = /0 ist nichts zu zeigen. Sei alsow = w1 . . .wk ∈ N
k und k ≥ 1. Ist

wk ≤ x, so istwx= w♦x und ebenfalls nichts zu zeigen. Sei alsox < wk und i ∈ k so
gewählt, daßwi−1 ≤ x < wi ist. Wegenx < wi ≤ wi+1 ≤ ·· · ≤ wk ist

wi . . .wk−1wkx K∼ wi . . .wk−1xwk K∼ wi . . .wk−2xwk−1wk

K∼ . . . K∼ wixwi+1 . . .wk .

Wegenw1 ≤ ·· · ≤ wi−1 ≤ x < wi ist

w1 . . .wix K∼ w1 . . .wiwi−1x K∼ w1 . . .wiwi−2x

K∼ . . . K∼ wiw1 . . .wi−1x .

Da K∼ eine Kongruenzrelation ist, folgt

wxK∼ wiw1 . . .wi−1xwi+1 . . .wk = w♦x .
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Satz 3.1 folgt mit Induktion nach der monotonen Länge vonq und der Länge vonr mit-
tels 3.4. In 3.2 kann man sich wegen 2.2 auf den Fallq, r ∈N

3 undq K⌣ r beschränken.
Dann folgt der Satz mit Hilfe einer Induktion nach der monotonen Länge vonw.

Bemerkung 3.5. Nach 2.3, 3.1 und 3.3 liegt in jeder Links-Knuth-Klasse genau ein
Standardtableau.

Nach 3.1 und 3.2 ist für allew,q, r ∈ N
∗

(w♦q)♦ r = w♦qr = w♦ (q♦ r) ,

d.h.♦ ist eine assoziative Verknüpfung.
Offenbar ist Sn (als Teilmenge vonN∗) eine Vereinigung von Links-Knuth-Klassen.

Für alleπ,ρ ∈ Sn setzen wir

π ⌣K ρ :⇐⇒ π−1
K⌣ ρ−1 ,

π ∼K ρ :⇐⇒ π−1
K∼ ρ−1

und nennen⌣K die Rechts-Knuth-Nachbarschaft und∼K die Rechts-Knuth-̈Aquiva-
lenz auf Sn. Für jedesπ ∈ Sn heißt[π ]K := {ρ∈ Sn | π ∼K ρ} die Rechts-Knuth-Klasse
von π.

Die Links-Knuth-Nachbarschaft für Permutationen ist in der Einführung beschrie-
ben. Durch Invertieren folgt daraus:

π ⌣K ρ ⇐⇒ es gibt eini ∈ n−1 mit ρ = π ◦ τi

und{(i −1),(i +2)}∩〈i, i +1〉π 6= /0 .

Z.B. ist 2314⌣K 1324⌣K 1423.

Satz 3.6. Für alle p⊢ n ist SYTp eine Rechts-Knuth-Klasse.

Daß SYTp gegen Rechts-Knuth-Nachbarschaft abgeschlossen ist, sieht man leicht.
Durch Induktion nachn folgt andererseits, daß SYTp in einer Rechts-Knuth-Klasse
enthalten ist.

4 Teppiche

Wir definierenρ ∈ Sn durchiρ := n− i +1 für 1≤ i ≤ n. Es ist

ρ = n(n−1)(n−2) . . . 21

eine Involution in Sn. Für alle j ∈ n−1 ist

ρ◦ τ j = τn− j+1◦ρ .

Für alleπ,φ,ψ ∈ Sn gilt:

π K⌣ φ ⇐⇒ π◦ρ K⌣ φ◦ρ ⇐⇒ ρ◦π K⌣ ρ◦φ ,

π ⌣K ψ ⇐⇒ ρ◦π ⌣K ρ◦ψ ⇐⇒ π◦ρ ⌣K ψ◦ρ

Die beiden folgenden Lemmata enthalten die entscheidenen Beziehungen zwischen
Rechts- und Links-Knuth-Relationen.
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Lemma 4.1. Seienπ ∈ Sn und i, j ∈ n−1 mit

π◦ τi ⌣K π K⌣ τ j ◦π .

Dann gibt es einσ ∈ Sn mit

π◦ τi K⌣ σ ⌣K τ j ◦π .

Wir illustrieren dies mit:

s

s

c

s

π

π◦ τi

τ j ◦π

σ

Beweis.Sei

π =

(

· · · j −1 j j +1 j +2 · · ·
· · · a b c d · · ·

)

.

Nach Voraussetzung gilt:

a∈ 〈b,c〉 oder d ∈ 〈b,c〉

und
i −1∈ 〈i, i +1〉π oder i +2∈ 〈i, i +1〉π .

Indem man gegebenenfallsπ durchρ ◦ π oderπ ◦ ρ oderρ ◦ π ◦ρ ersetzt, kann man
o.B.d.A. annehmen

a∈ 〈b,c〉 undi −1∈ 〈i, i +1〉π .

1. Fall: |{i, i +1}∩{a,b,c}|≤ 1. Dann folgtaτi ∈ 〈bτi ,cτi〉. alsoπ◦τi K⌣ τ j ◦(π◦τi).
Wäre nuni−1 6∈ 〈i, i +1〉τ j◦π, so wäre{b,c}= {i−1, i +1} und dahera= i, ein
Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist(τ j ◦π)◦ τi ⌣K τ j ◦π.

2. Fall: {i, i+1}⊆ {a,b,c}. Dann ist{i, i+1}= {a,c} undb= i−1. Wegena∈ 〈b,c〉
folgt c = i +1, a = i und damit

π◦ τi K⌣ τ j−1 ◦ (π◦ τi) = (τ j ◦π)◦ τi−1 ⌣K τ j ◦π .

Lemma 4.2. Seienπ,ρ,ρ∗ ∈ Sn mit

π ⌣K ρ , π ⌣K ρ∗ und ρ K∼ ρ∗ .

Dann ist
ρ = ρ∗ .

Beweis.Seiρ = π◦τi , ρ∗ = π◦τl . Angenommen, es isti 6= l . Nach Voraussetzung gibt
esρ1, . . . ,ρk ∈ Sn mit

ρ = ρ1 K⌣ ρ2 K⌣ · · · K⌣ ρk = ρ∗ ,

d.h. es gibtj2, . . . , jk ∈ n−1 mit

ρ∗ = τ jk ◦ · · · ◦ τ j2 ◦ρ ,
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also

π◦ τl ◦ τi = τ jk ◦ · · · ◦ τ j2 ◦π .

Wegeni 6= l gibt es einm∈ n−1, so daßm und m+ 1 in den Bildzeilen vonπ und
π◦τl ◦τi in verschiedener Reihenfolge stehen. Die Reihenfolge vonmundm+1 bleibt
aber unter Links-Knuth-Vertauschungen ungeändert, ein Widerspruch.

Wir nennen zwei Rechts-Knuth-KlassenA undB benachbart, wenn esα ∈ A und
β ∈ B gibt mit α K∼ β. Analog nennen wir Links-Knuth-KlassenC undD benachbart,
wenn es Rechts-Knuth-Nachbarnγ ∈C undδ ∈ D gibt.

Satz 4.3. Die Links-Knuth-Nachbarschaft stiftet zwischen je zwei benachbarten Rechts-
Knuth-Klassen eine Bijektion, d.h., sind A, B benachbarte Rechts-Knuth-Klassen, so
gibt es zu jedemπ ∈ A genau einπ′ ∈ B mit π K⌣ π′ und umgekehrt.

Beweis.Seienα ∈ A undβ ∈ B mit α K⌣ β und seiπ ∈ A. Dann gibt esα0, . . . ,αk ∈ A
mit

α = α0 K⌣ α1 K⌣ ... K⌣ αk = π .

Einek-fache Anwendung von 4.1 liefertβ0, . . . ,βk ∈ B mit

β = β0 K⌣ β1 K⌣ ... K⌣ βk

undβi ⌣K αi für 0≤ i ≤ k, insbesondereπ ⌣K βk. Aus 4.2 folgt, daß es höchstens ein
π′ ∈ B geben kann mitπ ⌣K π′.

Durch Invertieren erhält man die analoge Aussage für Links-Knuth-Klassen.

Satz 4.4. Für alle p⊢ n entḧalt SYTp eine Involution.

7 8 9

4 5 6

2 3

1
−→

1 3 6

2 5 9

4 8

7

123456789 748259136= (17)(24)(38)(69)

Sei p⊢ n. Wir nennen
T

p := {π ∈ Sn | /0 ♦π ∈ SYTp}

den Teppich zup. Nach 3.3 istT p eine Vereinigung von Links-Knuth-Klassen. Nach
3.5 gilt |A∩SYTp| = 1 für jede Links-Knuth-KlasseA ⊆ T p. Nach 3.6 ist SYTp ei-
ne Rechts-Knuth-Klasse, also(SYTp)−1 eine Links-Knuth-Klasse, die wegen 4.4 in
T p enthalten ist. Wegen 4.3 haben alle inT p enthaltenen Links-Knuth-Klassen die
gleiche Mächtigkeit, nämlich|(SYTp)−1| = |SYTp|. Durch Invertieren werden aus
den inT p enthaltenen Links-Knuth-Klassen die Rechts-Knuth-Klassen der Elemen-
te von (SYTp)−1. Eine mehrfache Anwendung von 4.3 zeigt, daßT p Vereinigung
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von Rechts-Knuth-Klassen ist. Aus 4.3 folgt weiter, daß jede Rechts-Knuth-Klasse
A ⊆ T p und jede Links-Knuth-KlasseB ⊆ T p einen nichtleeren Schnitt haben. Da
|A|= |SYTp|und dies auch die Anzahl der inT p enthaltenen Links-Knuth-Klassen ist,
folgt |A∩B|= 1.

Korollar 4.5. Für jedesπ ∈ T p seienT(π) undT−(π) definiert durch

{T(π)} :=K [π ]∩SYTp und {T−(π)} := [π ]K ∩ (SYTp)−1 .

Dann ist die Abbildung
π 7→ (T(π),T−(π))

eine Bijektion vonT p aufSYTp× (SYTp)−1 . Außerdem ist

T(π) = /0 ♦π und T−(π) = T(π−1)−1 .

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s

π−1T(π−1)

T−(π−1)

πT(π)

T−(π)
-(SYTp)−1

?

SYTp

5 Schlußbemerkungen

(i) Man macht sich leicht klar, daß die Abbildung P aus der Einführung mit T über-
einstimmt, d.h. daß/0 ♦ π das Standard-Young-Tableau P(π) zu π ist. Daß an-
dererseits Q(π) = T−(π)−1 = T(π−1) = P(π−1) ist, haben wir nicht bewiesen.
Dies ist der Satz von Schützenberger, der gerade besagt, daß /0 ♦ π−1 den Al-
gorithmus, der zu/0 ♦ π führt, dokumentiert – und vice versa. Die Robinson-
Schensted-Bijektion

RS : Sn →
[

p⊢n

(SYTp×SYTp)

erscheint in unserer Version also in der Form

π 7→ (T(π),T(π−1)) = ( /0 ♦π, /0 ♦π−1).
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(ii) Ist A⊆Sn eine Links-Knuth-Klasse, so istA−1 eine Rechts-Knuth-Klasse, die im
gleichen Teppich wieA enthalten ist. Wie oben gezeigt ist|A∩A−1| = 1. Wegen
(A∩A−1)−1 = A−1∩A ist das einzige Element vonA∩A−1 eine Involution. Die
Involutionen bilden daher ein gemeinsames Repräsentantensystem für die Links-
und für die Rechts-Knuth-Klassen in Sn, woraus insbesondere 1.3 folgt.

(iii) Wegen 3.1 istK∼ nicht nur eine Kongruenzrelation bzgl. Konkatenation sondern
auch bzgl.♦ und N

∗/K∼ mit der von♦ induzierten Verknüpfung das plaktische
Monoid. Die vonN (= N

1) zusammen mit/0 erzeugte Halbgruppe von(N∗,♦)
besteht genau aus den Standardtableaux und ist nach 3.5 ein Repräsentantensy-
stem fürN∗/K∼ , insbesondere isomorph zum plaktischen Monoid. Nach 3.1 ist
dabei/0 neutrales Element in dieser Halbgruppe.

(iv) Für alle p⊢ n bezeichnep′ die zup konjugierte Partition. Man kann sich leicht
überlegen, daß/0♦ (ρ◦π)∈ STp′ ist für alleπ ∈ STp. Genauer gesagt ist/0♦ (ρ◦
π) dasjenige Standardtableau, das ausπ durch

”
Spiegeln an der Hauptdiagona-

len“ entsteht wie im folgenden Beispiel:

1 2 6

3 7 9

4 8

5

1 3 4 5

2 7 8

6 9

π = 548379126 /0 ♦ (ρ◦π) = 692781345

Wegen(T p)−1 = T p folgt insbesondere, daρ◦ T p ein Teppich ist,

ρ◦ T p = T p′ = (T p′)−1 = T p◦ρ

und daher
ρ◦ T p◦ρ = T p .
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(v) Die Teppiche der S4:

1234 4321 3412

(23)

(23)
3142

(23)

2413
(23)

2143

2134

(23)

(23)
2314

(12)

(34)
2341

(12)

3214

(34)

(34)
3241

(34)

(23)
3421

(23)

3124

(34)

(12)
1324

(34)

(34)
1342

(23)

4213

(23)

(34)
4231

(12)

(12)
2431

(12)

4123
(12)

1423
(23)

1243 4312
(23)

4132
(12)

1432

Dabei markieren Doppelstriche die Klassen SYTp bzw.(SYTp)−1.

(vi) Eine ausführlichere Darstellung dieser Variation des Robinson-Schensted-Algorithmus
enthalten die in Vorbereitung befindlichen Lecture Notes

”
Nichtkommutative

Charaktere der symmetrischen Gruppen“ der beiden Autoren.
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