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Zusammenfassung

The crucial point of many approaches to representationryheosymmetric
groups is the algorithm of Robinson and Schensted. Rougigglsng, this is a
sorting algorithm with documentation. From the theorem dfii8zenberger we
take the idea for a description of the Robinson-Schenstaeésmondence without
using the documentation part of the algorithm, which theneeplays no role in our
approach. On the other hand we analyze the Knuth relatioms thoroughly than
usual. By means of a slight generalization of the sorting pbthe algorithm we
get another associative product on the free mogicdver a countable alphabet
X. The canonical map of* onto the plactic monoid is also a homomorphism with
respect to this product.

Adalbert Kerber zum 60. Geburtstag

1 Einfihrung

Der Robinson-Schensted-Algorithmusist das kombinathé$lerz der Charaktertheo-
rie der symmetrischen Gruppen — zumindest bei dem in [1]estadlten Aufbau dieser
Theorie. Bei diesem Zugang mit Hilfe eines nichtkommutsidberbaus aus geeigne-
ten Bialgebren ist der Algorithmus von Robinson und Scheshatich der einzige, der
bendotigt wird. Abweichend vom tblichen Vorgehen werdabel Uber den Satz von
Robinson und Schensted hinaus allerdings auch die Satr&roth und Schitzen-
berger benutzt. Wir stellen deshalb hier eine Version verder alle fur [1] notwen-
digen Ergebnisse in durchsichtiger Form erreicht werdesr. Robinson-Schensted-
Algorithmus ist, kurz gesagt, ein Sortieralgorithmus mitkbmentation. Wir verzich-
ten auf die dokumentierende Halfte und analysieren &ss$teh genauer die Knuth-
Relationen, wodurch sich am Ende die Robinson-Schensje#tBn in augenfalliger
Weise ergibt.

Fur jedesn € Ng sein:={1,2,...,n}, insbesondere, 6= 0. Fur jede MengeX
sei X" := X0 := {f | f : n — X Abbildung} die Menge demn-Tupel UberX. Mit Sy
bezeichnen wir die Teilmenge der Bijektioneni))" C N", die symmetrische Gruppe
aufn. Fur allei € n—1 seit; € S, die Transposition(i,i + 1). Fur die Verknuipfung
»Nacheinander von Abbildungen” benutzen wir das Symb@chlie3lich seN* :=
UkZONk. Die Elemente vorN* nennen wir Worte (ibel. Ist q € N, so nennen wir
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|g| := k die Lange vorg und schreibem; fur das Bild voni unter der Abbildungy.
Durch dieKonkatenation qr=q;...qnf1...rm, g € N", r € N™, wird N* zu einem
freien Monoid mit neutralem Eleme@ frei erzeugt vorN (= NY). Istp=p;...px €
NK und py + --- + px = n, so heiRtp eine Zerlegungvon n (p = n). Gilt auRerdem
p1> p2> -+ > Pk, SO heil3tp Partitionvonn (p+ n). Fur jede Partitiopp = pz... pk
heif3t

R(p):=={(i,i)[i,jeN,1<i<k 1<j<p}CNxN

der Rahmen zp. Ublicherweise versteht man unter einem StandardtablezBekstalt

p eine Abbildungr : R(p) — N mit der Eigenschaft, monoton wachsend in den Zeilen
und streng monoton wachsend in den Spalten vom) Ru sein. Abweichend davon
nennen wir dagvon links unten nach rechts oben herausgelesene WorBtaimdard-
tableauzu p, und bezeichnen mit TC N* die Menge aller solcher Standardtableaux.
Man Uberlegt sich leicht, daf? sich aus dem herausgelestodrdie Partitionp ein-
deutig bestimmen laRt. SchlieRlich nennen wir die Elemenin SYT := STPN S,
Standard-Young-Tableaax p.

11112
2 3
4 4
5
R(3321) 544233112 ST3321

Fur allea,b € N bezeichnen wir mit
(a,by := {ce N|min(a,b) <c <maxa,b)}

das, Intervall der naturlichen Zahlen zwischarundb*. Fur allete S, unda,b e n

sel
<a7 b>1‘[::< nilvbn71>n ’

der Abschnitt in dey;Bildzeile" von rtzwischena undb.

Zunachst beschreiben wir den Algorithmus mitsamt seinaagtergebnissen, wo-
bei wir uns auf Permutationen beschranken und auf alle Bewerzichten. Seieine
Permutation vom, Der Algorithmus lauft inn Schritten ab. Ini-ten Zwischenschritt
sind die Zahlen 1, 211, . .. ,iTt ZU einem Standardtableau verarbeitet. Dan(iist1)mt
in die, 1. Zeile" dieses Tableau einzuordnen, und zwar ans Endg(fat 1)t grofier
ist als alle Eintrage in der 1. Zeile, sonst an die Stellektkinsten Zahl in der 1. Zeile
groRer algi + 1)1 Diese wird dann nach dem gleichen Verfahren in der 2. Zeilsoe-
tiert usw. Nachn Schritten ist ein Standard-Young-Tableau entstandenilMtrieren
dies an einem Beispielt= 453281796 So.

4 45 35 25 258 158 157 1579 1569
4 3 3 2 28 28 27
4 4 3 3 3 38
4 4 4 4



Entstanden ist der Rahmer{4221) und das Standardtableau 43827 1569YT422L,
Allgemein erhalt man eine Partitigmvon n und ein Element von SYP welches wir
P(1) nennen. Dieser Algorihmus wird durch ein weiteres Tableangteichen Gestalt
dokumentiert. Imi-ten Schritt bekommt das neu hinzugenommene Feld di¢, Nn
Beispiel also:

1 12 12 12 125 125 125 1258 1258
3 3 3 3 37 37 37
4 4 4 4 4 49
6 6 6 6

Man erhalt ein Standardtablea(r®) = 64937 1258. Insgesamt haben wir so eine Ab-
bildung definiert:

RS: $— [JSYTPxSYTP | e (P(),Q(m)
pFn

Fur die folgenden Resultate verweisen wir auf [2].
Satz 1.1 (Robinson—-SchenstedRSist eine Bijektion.

Satz 1.2 (Schitzenberger)Fur alle te S, gilt:

RS(mT*) = (Q(1), P(1))
Korollar 1.3. Es gilt:

’{ﬂl TLE S, TC = idy } ’ = ‘ USYTP‘

p-n

Seienm, p € S,. Wir nennenteinenLinks-Knuth-Nachbarmonp, in Zeichermg—
p, wenn es eirj € n— 1 gibt mit

() (ji+Yom=p
(i) (j —Dyme (jm(j+ 1 oder(j +2)me (j (j+ 1m0
Z.B.ist 2341— 2314x— 2134.

Satz 1.4 (Knuth). Fur alle T, p € S, ist genau danfP(1) = P(p), wenn est,... Tk €
S, gibt mitTt= T k— -+ k— Tk = p.

Bemerkung 1.5. Fir alle te Sy ist P(1) = P(P(1)).

2 Eine Verknipfung
Wir definierenNy;,,, € N* durch® € Nj,,, und
W=wWiWo---Wg € Ny 1= Wy <wp < -0 <
Istg=qb---q™ mit q,... g™ € N, und dabeim minimal gewahlt, so sind

q?,...,q™ eindeutig bestimmt. Wir nennapiV), ... ,q™ die monotonen Bausteine
undmdie monotone Bngevong. Zum Beispiel ist filg = 112 1345 444 die monotone



Lange gleich 3. Die monotonen Bausteine sifd = 112,q? = 1345 undq® = 444.
Wir definieren Abbildungen

<, € Npjyon x N* — N*
folgendermalfen: Sei = wy - - - Wi € Njyop. Wir setzen
w<g0:=w und w<«0:=0

Fur allex € N setzen wir

wIX = WX

: falls w= 0 oderwy < xist.
weax = 0

3

Istk > 0 undx < W, so sei :=min{j € k| x < w;} und
WX 1= Wi WimgXWipg - Wk
WX = W
SchlieB3lich setzen wir
WX X = (WdXg) <IX2-- X,
WaXg X = (WaX)(W<axg) €4 x2---X)
Bemerkung 2.1. Firr alle we Ny, x€ N und qu,v e N* gilt
wauvy = (wu)<av
wau = (wWau)((w<u)«av) |,

Wir definieren rekursiv eine Verknupfugauf N* folgendermafien:
Seige N*undg=q®-...q™ die Zerlegung vom in monotone Bausteine. Wir setzen

q00:=q
Fur allex € N setzen wir
qox:=x ,fallsm=0 |,
qox:=(qYV---q™ Yo (g™ «x)(q™<x) fallsm> 0.

Schlieflich setzen wir

qox1--X = (q0X1) OX2 X
Z.B.ist 12312)211=12312211=3122112)1=31222111.
Bemerkung 2.2. Fir alle g, u,v,r € N* gilt

qouv=(qou)ov

qor=(g---g™ Yo (o™ «r)) (g™ <r) falls g~ 0

Die Verknupfung) ist die Verallgemeinerung der sortierenden Halfte desian-
Schensted-Algorithmus auf beliebige Worte, anstelle viam&ardtableaux, wobei wir
uns allerdings besonders f) r interessieren. In der Giblichen Weise zeigt man:

Satz 2.3.Ist w ein Standardtableau undg)N*, so ist W g ein Standardtableau. Ins-
besondere isD ¢ q ein Standardtableadif alle g € N*. Ist g ein Standardtableau, so
ist0og=q.



3 Knuth-Relationen

Wir erklaren die Links-Knuth-Nachbarschaft- auf N3 wie folgt:
Fur allea,b,c € N mita < b < c setzen wir

acby— cah fallsb<c, und back— bca fallsa<b

AulRerdem sei— symmetrisch. Fur allg,r € N* setzen wir ferner:

q—r <=  esgibtu,ve N* undabcab'c e N3 mit
abck— ab'c und q=uabcyr =udb'cv

Schliel3lich definieren wir die Links-KnutﬁquivalenzKN auf N* als die transitive
und reflexive Hulle der Links-Knuth-Nachbarschaft. Féd¢sq € N* heilt[q] :=
{r e N*| qk~ r} die Links-Knuth-Klasse von. Z.B. sind dieAquivalenzklassen von
k~ auf den Worten vom Inhalt 111, 21, 12 und 3:

{123},{132 312},{213 231},{321},

{112},{121 211},

{122},{212 221},

{111}.

Wir bemerken noch, daR ab® UN' UN? die Links-KnuthAquivalenz die Gleichheit
ist.

Dak~ nach Definition eine Kongruenzrelation bzgl. der KonkatemeaufN* ist,
wird auf der MengeN*/k~ der Links-Knuth-Klassen eine assoziative Verkniipfung
induziert — das plaktische Monoid [3]. Die folgenden Sae@en u.a., daR~ auch
eine Kongruenzrelation bzgd. ist (SchlulZbemerkung iii).

Satz 3.1.Fur alle g,r € N* ist grk~ q¢ r und insbesondereg~ 0.
Satz 3.2.Furalle wg,r € N* mitgg~rgitwog=wor.
Korollar 3.3. Furalle g,r e N*gilt: qg~r < 00q=09r.

Der Zusammenhang von Links-Knuth-Nachbarschaft und RalnirSchensted-Algorithmus
zeigt sich besonders deutlich im Beweis des folgenden Sifalis von 3.1.

Hilfssatz 3.4. Fir alle w € N}, und x& N ist wxg~ w{ X.

Beweis.Fir w = 0 ist nichts zu zeigen. Sei alsg = w1...w € NK undk > 1. Ist
wi < X, so istwx=w{ x und ebenfalls nichts zu zeigen. Sei aksa wi undi € k so
gewahlt, dafvi_1 < x < wj; ist. Wegernx < w; <wjq < --- < W ist

Wi o Wk aWKX Kk~ Wi W1 XW K~ W L W 2 X W 1 Wi
K~ o K WiXWig .. W
Wegenw; < --- <wi_1 < X< W ist
Wi...WiX kg~ Wip...WWj_1Xk~ W1...WjWj_2X
K~ o KWW L L W1 X
Dak~ eine Kongruenzrelation ist, folgt

WX K~ WiW1 ... Wim 1 XWip ... W = WO X



Satz 3.1 folgt mit Induktion nach der monotonen Langeqaond der Lange von mit-
tels 3.4. In 3.2 kann man sich wegen 2.2 auf dendgalE N° undq — r beschranken.
Dann folgt der Satz mit Hilfe einer Induktion nach der monman Lange vonv.

Bemerkung 3.5. Nach 2.3, 3.1 und 3.3 liegt in jeder Links-Knuth-Klasse geamm
Standardtableau.

Nach 3.1 und 3.2 ist fur alle,g,r € N*
Wog)or=woar=wo(qor)

d.h.{ ist eine assoziative Verkniipfung.
Offenbar ist § (als Teilmenge vol¥*) eine Vereinigung von Links-Knuth-Klassen.
Fur allett p € S, setzen wir

. —1 -1
TT—K P e T "k—pP s

) ~1 -1
T~k P = ™k~ P

und nennen—g die Rechts-Knuth-Nachbarschaft ungk die Rechts-KnuttAquiva-
lenz auf . Fir jedeste S, heildt[m), = {p € Sy | T~k p} die Rechts-Knuth-Klasse
vonTL

Die Links-Knuth-Nachbarschatft fir Permutationen ist @r &inflihrung beschrie-
ben. Durch Invertieren folgt daraus:

T—k P <= esgibteinen—imitp=TroT;
und{(i—121),(i+2)}N{i,i+L)g#0
Z.B.ist 2314— 1324— 1423.
Satz 3.6. Fur alle p- nistSYTP eine Rechts-Knuth-Klasse.

DaR SYT gegen Rechts-Knuth-Nachbarschaft abgeschlossen Istnsan leicht.
Durch Induktion nach folgt andererseits, daR SYTin einer Rechts-Knuth-Klasse
enthalten ist.

4 Teppiche
Wir definierenp € S, durchip:=n—i+1furl<i<n.Esist
p=nn-1)(n-2)...21
eine Involution in §. Fur allej e n—Jist
PoTj=Tn-j+10P
Fur allert, @, € S, gilt:
Mk— @ <= TopK—@Pop <= POoTIK—PoP ,
M-k < polt—kpoy <= Top—kWPop

Die beiden folgenden Lemmata enthalten die entscheideegreBungen zwischen
Rechts- und Links-Knuth-Relationen.



Lemma 4.1. Seienme S, und i, j € n—1 mit

ToTj —K Tk~ TjoTl
Dann gibt es eiro € S, mit

TMoTik—0—K TjoTl

Wir illustrieren dies mit:

1 TjoTl

ToT; [}

e (0 I IR )

Beweis. Sei

a b c d

Nach Voraussetzung gilt:
ac (b,c) oder de (b,c)

und
i—1le(i,i+1)x oder i+2€i,i+1)x

Indem man gegebenenfaltsdurch p o Tt odertio p oderp o 1o p ersetzt, kann man
0.B.d.A. annehmen

ae (b,cyundi—1€ (i,i+ 1)

1. Fall: |{i,i+1}n{a,b,c}| <1.Dann folgtat; € (btj,ct;). alsormo T k— Tjo (ToT;).
Ware nuni — 1 ¢ (i,i + 1)y;on, SO ware{b,c} = {i — 1,i+1} und dahea=i, ein
Widerspruch zur Voraussetzung. AlSo[{sf o)) o Tj —k TjoTL

2.Fall: {i,i+1} C{a,b,c}.Dannisti,i+1} ={a,clundb=i—1. Wegerae (b,c)
folgtc=i+1,a=i und damit

ToTj k— Tj_10 (ToTj) = (TjoMoTi_1 —K TjoTl

Lemma 4.2. Seienr, p,p* € S, mit

*

TT—kp , T—xp" und pk~p
Dann ist
p=p"
Beweis.Seip = o 1j, p* = Tto T;. Angenommen, es is$t£ |. Nach Voraussetzung gibt
esp1,...,Pk € S, mit
P=P1Kk—P2Kk— " K—Pk=P" ,
d.h. es gibtjs,..., jk € n— 1 mit

p*:-[-jko...o'[jzop s



also
ToToTj =Tj, 0 --0Tj,0T

Wegeni # | gibt es einm e n—1, so dafmundm+ 1 in den Bildzeilen vorrt und
Tlo Ty o T in verschiedener Reihenfolge stehen. Die Reihenfolgawandm-+ 1 bleibt
aber unter Links-Knuth-Vertauschungen ungeandert, edeW8pruch.

O

Wir nennen zwei Rechts-Knuth-Klassérund B benachbart, wenn es < A und
B € B gibt mit a k~ B. Analog nennen wir Links-Knuth-Klass&undD benachbart,
wenn es Rechts-Knuth-Nachbara C undd € D gibt.

Satz 4.3. Die Links-Knuth-Nachbarschaft stiftet zwischen je zwadHohbarten Rechts-
Knuth-Klassen eine Bijektion, d.h., sind A, B benachbageh&-Knuth-Klassen, so
gibt es zu jederm € A genau eint € B mitTtk— 1 und umgekehrt.

Beweis.Seiena € Aund € Bmit a k— B und seirte A. Dann gibt esig, ... ,ax € A
mit
O=0Opk— 01 K— ... K~ U =TT

Einek-fache Anwendung von 4.1 liefep, ... , Bk € B mit
B=Bok—Prk— . k= Pk

undf; — a; fur 0 <i <k, insbesondera—g Bk. Aus 4.2 folgt, dal3 es hochstens ein

W € B geben kann mitt— 7.
O

Durch Invertieren erhalt man die analoge Aussage fiir $ikkuth-Klassen.

Satz 4.4. Fur alle p+ n enthalt SYTP eine Involution.

7189 1/3]|6
456 2159
2|3 418
—
1 7
123456789 748259136 (17)(24)(38)(69)

Seiptk n. Wir nennen
7P :={me S |0Ome SYTP}

den Teppich zip. Nach 3.3 istr P eine Vereinigung von Links-Knuth-Klassen. Nach
3.5 gilt ANSYTP| = 1 fur jede Links-Knuth-Klass& C 7 P. Nach 3.6 ist SYP ei-
ne Rechts-Knuth-Klasse, al§8YTP)~! eine Links-Knuth-Klasse, die wegen 4.4 in
7 P enthalten ist. Wegen 4.3 haben alledit? enthaltenen Links-Knuth-Klassen die
gleiche Machtigkeit, namlich(SYTP)~| = |SYTP|. Durch Invertieren werden aus
den in7 P enthaltenen Links-Knuth-Klassen die Rechts-Knuth-kdasder Elemen-
te von (SYTP)~1. Eine mehrfache Anwendung von 4.3 zeigt, daR Vereinigung



von Rechts-Knuth-Klassen ist. Aus 4.3 folgt weiter, dalej&echts-Knuth-Klasse

A C 7P und jede Links-Knuth-KlassB C 7P einen nichtleeren Schnitt haben. Da
|A] = |[SYTP|und dies auch die Anzahl derinP enthaltenen Links-Knuth-Klassen ist,
folgt [ANB| = 1.

Korollar 4.5. Fur jedesmte 7P seienT (1) und T~ (1) definiert durch
{T(M} :=k[M]NSYTP und {T (M)} := [N (SYTP)?

Dann ist die Abbildung
Tt (T(m), T (1))
eine Bijektion vorr P aufSYTP x (SYTP)~1 . AuRerdem ist

TM=00m und T (M)=T(rH?

SYTP

(SYTP)1

5 SchluBbemerkungen

(i) Man macht sich leicht klar, dal3 die Abbildung P aus deffinung mit T Uber-
einstimmt, d.h. da® ¢ rt das Standard-Young-Tablea(r zu mist. DalR an-
dererseits Q) = T~ (1)1 = T(rr ) = P(1ir 1) ist, haben wir nicht bewiesen.
Dies ist der Satz von Schiitzenberger, der gerade bes&y@ @a 1 den Al-
gorithmus, der zw ¢ Tt fuhrt, dokumentiert — und vice versa. Die Robinson-
Schensted-Bijektion

RS: S — [J(SYTPx SYTP)
pEn

erscheint in unserer Version also in der Form

T (T(), T(m ) = (00moom ).



(ii) Ist AC S, eine Links-Knuth-Klasse, so i#t ! eine Rechts-Knuth-Klasse, die im
gleichen Teppich wié enthalten ist. Wie oben gezeigt {#NA~!| = 1. Wegen
(ANA~1)~1 = A~1nAist das einzige Element vokn A~ eine Involution. Die
Involutionen bilden daher ein gemeinsames Reprasemsygtem fur die Links-
und fir die Rechts-Knuth-Klassen iR, Svoraus insbesondere 1.3 folgt.

(iif) Wegen 3.1 istk~ nicht nur eine Kongruenzrelation bzgl. Konkatenation snd
auch bzgl$ und N* /k~ mit der von{ induzierten Verkniipfung das plaktische
Monoid. Die vonN (= N') zusammen mi0 erzeugte Halbgruppe vaiiN*, ¢)
besteht genau aus den Standardtableaux und ist nach 3.gmiadentantensy-
stem furN* /x~, insbesondere isomorph zum plaktischen Monoid. Nach 8.1 is
dabei0 neutrales Element in dieser Halbgruppe.

(iv) Fur alle p+ nbezeichngy die zup konjugierte Partition. Man kann sich leicht
Uberlegen, daB¢$ (pom) € ST” ist fur alleTe STP. Genauer gesagt i) (po
) dasjenige Standardtableau, das aukirch, Spiegeln an der Hauptdiagona-
len" entsteht wie im folgenden Beispiel:

1126

3/71]9 1/3|4|5
418 2

5 6|9
n=548379126 00 (pom) = 692781345

Wegen(7 P)~1 = 7P folgt insbesondere, dao 7 P ein Teppich ist,
porP=aV = (7P) 1=7Pop

und daher
po‘Z‘pop:‘Tp

10



(v) Die Teppiche der &

(23
1234 4321 3412—— 3142
(23) (23)
(23
2413 2143
(23) (34) (34) (23)
2134 2314 2341 3214 3241 3421
(23) (12) (12) (34) (34) (23)
(12) (34) (34) (12)
3124 1324 1342 4213 4231 2431
(34) (34) (23) (23) (12) (12)
(23
4123 1423 1243 4312 4132 1432

Dabei markieren Doppelstriche die Klassen $X6gw. (SYTP) L,

(vi) Eine ausfuhrlichere Darstellung dieser Variatios é&®binson-Schensted-Algorithmus
enthalten die in Vorbereitung befindlichen Lecture NaotBschtkommutative
Charaktere der symmetrischen Gruppen® der beiden Autoren.
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